Ultraproductos de f-anillos proyectables by Guier Acosta, Jorge Ignacio
Revista de Matema´tica: Teor´ıa y Aplicaciones 1999 6(2) : 107–124
cimpa – ucr – ccss issn: 1409-2433
ultraproductos de f-anillos proyectables
Jorge I. Guier*
Recibido: 24 noviembre 1999
Resumen
Keimel representa en [7] los f -anillos proyectables como secciones continuas de haces Haus-
dorff de anillos totalmente ordenados. Aqu´ı damos un resultado sobre la representacio´n de los
ultraproductos de f -anillos proyectables en te´rminos de los espacios de representacio´n y de las
fibras de sus factores.
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Abstract
In [7], Keimel representes the projectable f -rings as continuous sections of Hausdorff
sheaves of totally ordered rings. Here, we give a result about the representation of ultra-
products of projectable f -rings in terms of the representation spaces and the stalks of its
factors.
Keywords: Boolean products, elementary class, ultracoproduct of compact spaces, continuous sec-
tions.
AMS Subject Classification: 03C20, 16S60, 13J25, 16G99.
1. Introduccio´n
Los f -anillos proyectables forman una clase elemental en el lenguaje de anillos reticulados.
Esta clase es cerrada bajo ultraproductos. Por tanto los ultraproductos de f -anillos proyectables
admiten la representacio´n dada en [7, 6.12]. No obstante, dicha representacio´n no esta´ dada en
te´rminos de los espacios de representacio´n y de las fibras de los factores. Los trabajos de Bankston
([1]) permiten expresar el espacio de representacio´n de un ultraproducto como un ultracoproducto
de los espacios de representacio´n de los factores (proposicio´n 4.4). A grosso modo, mostramos que
las fibras del ultraproducto son limites inductivos de ultraproductos de secciones continuas locales
en las fibras de los factores (proposicio´n 4.10).
Para justificar las etapas y los ca´lculos de la cuarta seccio´n, estudiamos en la tercera seccio´n el
espacio de representacio´n de Keimel bajo otros puntos de vista (proposicio´n 3.11). En la segunda
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seccio´n, damos a conveniencia del lector las definiciones y nociones necesarias y conocidas de
productos booleanos, haces de L-estructuras y f -anillos proyectables.
La tercera y cuarta seccio´n de este trabajo provienen de las secciones 2.1 y 3.4 de [6] dirigida
por Daniel Gluschankof hasta su tra´gico deceso en los Pirineos (Francia). Quisiera dedicar este
trabajo a su memoria. A partir de ese momento, Max Dickmann y Franc¸ois Lucas se hicieron cargo
de la direccio´n de esta tesis. Quisiera agradecerles por las sugerencias, observaciones e ideas en este
trabajo.
2. Productos booleanos, f-anillos proyectables
Para las definiciones siguientes, sea L un lenguaje de primer orden.
Definicio´n 2.1 • Una L-estructura A es un producto sub-directo de {Ax : x ∈ X} si A ⊆∏
x∈X Ax, como L-estructura, y prx: |A| → |Ax| es sobreyectiva para todo x ∈ X.
• Sea Φ(v1, . . . , vn) una L-fo´rmula, A un producto sub-directo de {Ax : x ∈ X} y a1, . . . , an ∈
|A|. Denotamos: [
Φ(a1, . . . , an)
]
=
{
x ∈ X : Ax |= Φ
(
a1(x), . . . , an(x)
)}
.
• Decimos que una L-estructura A es un producto booleano de {Ax : x ∈ X} en L si las
siguientes condiciones son verificadas:
(i) X es un espacio booleano (i.e.: un espacio topolo´gico compacto y totalmente discontinuo.)
(ii) A es un producto sub-directo de {Ax : x ∈ X}.
(iii) Para toda L-fo´rmula Φ(v1, . . . , vn) ato´mica y para todo a1, . . . , an ∈ |A|, tenemos que[
Φ(a1, . . . , an)
]
es un abierto-cerrado de X.
(iv) Propiedad de pegue: Si a, b ∈ |A|, N ⊆ X un abierto-cerrado y
c(y) =
{
a(y) si y ∈ N
b(y) si y ∈ X \N,
entonces c = aN ∪ bX\N ∈ |A|.
• Designamos el conjunto de todos los productos booleanos de {Ax : x ∈ X} en L por:
ΓaL
(
X, (Ax)x∈X
)
.
Los productos booleanos corresponden a las secciones continuas de haces Hausdorff de L-
estructuras sobre espacios booleanos (cf. [3, Appendix]). Las siguientes definiciones y comentarios
sobre las secciones continuas provienen de [8].
Definicio´n 2.2 Sean S y X dos espacios topolo´gicos y pi:S → X una funcio´n continua y so-
breyectiva. Decimos que 〈S,X, pi, µ〉 es un haz de L-estructuras si las siguientes condiciones se
verifican:
(i) pi es un homeomorfismo local, i.e.: para cada s ∈ S, existe Os un vecindario abierto de s,
tal que piOs :Os → pi(Os) ⊆ X es un homeomorfismo sobre pi(Os), y este conjunto es un abierto
de X.
(ii) µ(x) es una L-estructura con pi−1(x) como conjunto de base, para todo x ∈ X.
(iii) Para cada s´ımbolo de funcio´n f de L de aridad n, la aplicacio´n
fS :
⋃
x∈X
|µ(x)|n → S, (s1, . . . , sn) 7−→ fµ(x)(s1, . . . , sn)
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es continua, en donde
⋃
x∈X |µ(x)|n es considerado como sub-espacio topolo´gico de Sn.
(iv) Para cada s´ımbolo de constante c de L, la aplicacio´n
cS :X → S, x 7−→ cµ(x)
es continua.
(v) Para cada s´ımbolo de relacio´n n-ario R de L, la aplicacio´n
χR,S :
⋃
x∈X
|µ(x)|n → {0, 1}, (s1, . . . , sn) 7−→ χRµ(x)(s1, . . . , sn)
es continua, en donde, como en (iii),
⋃
x∈X |µ(x)|n es considerado como sub-espacio topolo´gico de
Sn, {0, 1} es discreto y χA designa la funcio´n caracter´ıstica de un conjunto A.
Definicio´n 2.3 Sea 〈S,X, pi, µ〉 un haz de L-estructuras y O ⊆ X un abierto. Designamos por:
Γ(O, S) = {σ:O → S : σ es continua y pi ◦ σ = idO},
el conjunto de todas las secciones (de la proyeccio´n pi) continuas sobre O.
Sea 〈S,X, pi, µ〉 un haz de L-estructuras; Γ(X,S) es el conjunto de todas las secciones continuas
globales. Para cada σ ∈ Γ(X,S), σ(x) ∈ pi−1(x) = |µ(x)|, para x ∈ X . Entonces Γ(X,S) ⊆∏
x∈X |µ(x)|. Denotamos P =
∏
x∈X µ(x) y veamos que Γ(X,S) es una L-sub-estructura de P .
Sea c un s´ımbolo de constante; la interpretacio´n de c en P es la aplicacio´n cP :X →
⋃
x∈X pi
−1(x) =
S tal que cP (x) = cµ(x); es decir que cP = cS , que es continua por definicio´n. Claramente,
pi ◦ cP = idX , y entonces cP ∈ Γ(X,S).
Sea f un s´ımbolo de funcio´n de aridad n y σ1, . . . , σn ∈ Γ(X,S). Entonces:
fP (~σ):X →
⋃
x∈X
pi−1(x) = S, x 7−→ fP (~σ)(x) = fµ(x)(σ1(x), . . . , σn(x)).
Entonces fP (~σ) es la composicio´n de σ1, . . . , σn y de fS , lo que da su continuidad. Claramente
pi ◦ fP (~σ) = idX , lo que permite concluir que fP (~σ) ∈ Γ(X,S).
La correspondencia entre productos booleanos y secciones continuas de haces esta´ dada por la
siguiente proposicio´n.
Proposicio´n 2.4 ([3, Appendix]) (i) Si 〈S,X, pi, µ〉 es un haz de L-estructuras en el cual S es
Hausdorff y X es booleano, entonces
Γ(X,S) ∈ ΓaL
(
X,
(
µ(x)
)
x∈X
)
.
(ii) Sea X un espacio booleano y (Ax)x∈X una familia de L-estructuras tal que |Ax| posea al
menos dos elementos, para todo x ∈ X. Si A es un L-estructura que pertenece a ΓaL
(
X, (Ax)x∈X
)
,
entonces existe 〈S,X, pi, µ〉 un haz de L-estructuras Hausdorff (i.e.: S es Hausdorff), tal que A ∼=
Γ(X,S).
Las siguientes nociones son cla´sicas, ver por ejemplo [2]. De ahora en adelante, (G,+, 0) designa
un grupo abeliano. Se dice que G es un grupo ordenado si G tiene una relacio´n de orden parcial
≤ tal que a ≤ b implica a+ x ≤ b+ x para todo a, b, x ∈ G. En tal caso, G+ es el conjunto de los
elementos positivos de G. Un grupo ordenado (G,+, 0,≤) es un grupo reticulado (o l-grupo) si
(G,≤) tiene una estructura de ret´ıculo; para a, b ∈ G denotamos a ∧ b la ma´s grande cota inferior
de a y b, y a ∨ b la ma´s pequen˜a cota superior de a y b.
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A continuacio´n G es un grupo reticulado. La parte positiva de un elemento x en G es el
elemento x+ = x ∨ 0 y la parte negativa de x es x− = −(x ∧ 0); el valor absoluto de x es el
elemento |x| = x ∨ −x. Dos elementos x e y en G se dicen ser ortogonales si |x| ∧ |y| = 0, en tal
caso se escribe: x ⊥ y. Para A ⊆ G, la polar de A, que se denota por A⊥, es el conjunto de los
elementos de G que son ortogonales a todos los elementos de A; la bipolar de A, que se denota
por A⊥⊥, es (A⊥)⊥. Si a ∈ G, por convencio´n se escribe a⊥ = {a}⊥ y a⊥⊥ = {a}⊥⊥.
Un sub-grupo C de G es un l-sub-grupo si C es un sub-ret´ıculo de G. Una parte C de G es
convexa si cada vez que a, b ∈ C y x ∈ G tales que a ≤ x ≤ b, entonces x ∈ C. Una parte A de
G es so´lida si cada vez que a ∈ A y x ∈ G tales que |x| ≤ |a|, entonces x ∈ A. De acuerdo con [2,
p. 38], S(B) =
{
x ∈ G : existe b ∈ B tal que |x| ≤ |b|} es la parte so´lida generada por B en G.
Decimos que un l-sub-grupo convexo N de G es un sub-grupo primo si cada vez que a ∧ b = 0
para a, b ∈ G, entonces a ∈ N o b ∈ N .
Definicio´n 2.5 • Un anillo reticulado (o l-anillo) es un anillo ordenado en ret´ıculo, i.e.: una
estructura algebraica de la forma (A,+, ·, 0,≤) tal que:
(i) (A,+, ·, 0) es un anillo,
(ii) (A,+, 0,≤) es un grupo reticulado,
(iii) (a ≤ b y 0 ≤ x) =⇒ (ax ≤ bx y xa ≤ xb), para todo a, b, x ∈ A.
• Decimos que p es un l-ideal de un anillo reticulado A si p es un ideal de A y p es un
l-sub-grupo convexo.
• En un anillo reticulado A, se denota por 〈a〉 el l-ideal generado por a ∈ A.
Si A es un anillo reticulado y p un l-ideal de A entonces se puede definir un orden en A/p dado
por x + p ≤ y + p si y solo si existe c ∈ p tal que x + c ≤ y. Este orden hace de A/p un anillo
reticulado y h:A→ A/p, x 7−→ x+ p es un homomorfismo de l-anillos (i.e., h es un homomorfismo
de anillos, h(x ∧ y) = h(x) ∧ h(y) y h(x ∨ y) = h(x) ∨ h(y) para todo x, y ∈ A) en donde kerh = p
(cf. [2, 8.3.3]).
Definicio´n 2.6 • Se dice que un l-ideal p de un anillo reticulado A es irreducible si cada vez
que a ∩ b = p para dos l-ideales a y b de A, entonces a = p o b = p.
• Un anillo reticulado A es un f-anillo si A es isomorfo a un producto sub-directo de anillos
totalmente ordenados.
Se demuestra en [2, 9.1.2(ii)] que la clase de f -anillos es elemental en el lenguaje de anillos
reticulados (ver [4] para definicio´n de clase elemental) y en [2, 9.1.5] se demuestra que un anillo
reticulado A es un f -anillo si y solo si A/p es totalmente ordenado para todo l-ideal irreducible p
de A.
Definicio´n 2.7 Un f-anillo A es proyectable si A = a⊥ + a⊥⊥, para todo a ∈ A.
No´tese que un f -anillo es proyectable si y solo si A |= ∀a, b ∃ c, d ( b = c + d ∧ c ∈ a⊥ ∧ d ∈
a⊥⊥
)
. Esto muestra que la nocio´n de proyectabilidad es de primer orden en el lenguaje de anillos
reticulados (o en el lenguaje de anillos ordenados puesto que ∧ y ∨ son definibles a partir de <).
La siguiente definicio´n fue introducida por Keimel en [7] para el estudio de las representaciones
de anillos ordenados como secciones continuas de haces (de anillos con estructuras ma´s simples).
Definicio´n 2.8 Para un f-anillo A, el espacio de representacio´n de Keimel es piA = {p : p
es un l-ideal irreducible minimal de A} y, para a ∈ A sea SpiA(a) = {p ∈ piA : a /∈ p}.
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Keimel demuestra en [7, 6.8] que para un f -anillo proyectable A, el conjunto
{
SpiA(a) : a ∈ A
}
es una base de abiertos-cerrados para una topolog´ıa en piA y en el caso en que A tenga unidad
multiplicativa, piA es compacto (i.e.: piA es booleano).
De aqu´ı en adelante suponemos que todos los anillos tienen unidad multiplicativa y que L =
{0, 1,+,−, ·, <} es el lenguaje de anillos (unitarios) ordenados.
El segundo teorema de representacio´n de Keimel representa los f -anillos proyectables como sec-
ciones continuas de un haz de anillos totalmente ordenados. Teniendo en cuenta la correspondencia
[3, Appendix], dicho teorema se puede reformular de la siguiente manera:
Teorema 2.9 ([7, 6.12]) Si A es un f-anillo proyectable, entonces:
A ∈ ΓaL
(
piA, (A/p)p∈piA
)
.

Adema´s Keimel muestra que esta representacio´n es u´nica en el siguiente sentido:
Teorema 2.10 ([7, 6.13]) Si (Ax)x∈X es una familia de anillos totalmente ordenados y A ∈
ΓaL
(
X, (Ax)x∈X
)
, entonces A es un f-anillo proyectable y existe un homeomorfismo h:X → piA tal
que Ax es isomorfo a A/h(x), como anillos ordenados, para todo x ∈ X.

Para un espacio booleano X , denotamos por B(X) el a´lgebra de Boole de abiertos-cerrados de
X y para un a´lgebra de Boole B, designamos por S(B) el espacio de Stone de B. El siguiente lema
se encuentra por ejemplo en [8] y muestra que el a´lgebra de Boole correspondiente al espacio de
representacio´n de un f -anillo proyectable es definible como el a´lgebra de Boole de idempotentes.
Lema 2.11 Sea (Lx)x∈X una familia de anillos totalmente ordenados y R un anillo que pertenece
a ΓaL
(
X, (Lx)x∈X
)
. Entonces Id (R) = {e ∈ R : e2 = e} es un a´lgebra de Boole y δ: Id (R)→ B(X),
e 7−→ [[ e = 1 ]] es un isomorfismo de a´lgebras de Boole. 
3. Espacios de representacio´n
En el siguiente lema mostramos que, para un f -anillo A, los elementos de piA se pueden carac-
terizar usando solamente la estructura de grupo reticulado.
Observacio´n 3.1 Si p es un l-ideal irreducible de un f-anillo A, entonces p es un sub-grupo
primo.
Dm: Por definicio´n p es un l-sub-grupo convexo. Sean a, b ∈ A tales que a ∧ b = 0. Como A es
un f -anillo, por [2, 9.1.8] tenemos que 〈a〉 ∩ 〈b〉 = 〈a ∧ b〉 = 〈0〉 = {0} ⊆ p. Como p es irreducible,
por [2, 8.4.1] tenemos a ∈ p o b ∈ p. 
Lema 3.2 En un f-anillo A, p es un sub-grupo primo minimal si y solo si p es un l-ideal irreducible
minimal.
Dm: (⇒) Como A es un f -anillo, por [2, 9.1.2(iv)] p es un l-ideal. Veamos que p es irreducible.
Sean a, b dos l-ideales de A tales que a ∩ b ⊆ p; en particular a y b son dos l-sub-grupos convexos
y, por [2, 2.4.1 2)], tenemos que a ⊆ p o b ⊆ p. Si q es un l-ideal irreducible de A tal que q ⊆ p, por
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la observacio´n 3.1 q es un sub-grupo primo, y por la minimalidad de p tenemos q = p. Entonces p
es un l-ideal irreducible minimal.
(⇐) Si p es un l-ideal irreducible minimal, por la observacio´n 3.1 p es un sub-grupo primo. Si
p no es minimal en tanto que sub-grupo primo, existe q un sub-grupo primo minimal tal que q ⊂ p
y q 6= p. Por (⇒) tenemos que q es un l-ideal irreducible minimal, lo que contradice el hecho que
q ⊂ p y q 6= p. 
El lema siguiente da de manera abstracta la nocio´n de soporte (y de su complemento) de un
elemento en los f -anillos proyectables. En el lema 3.4, justificamos entre otras cosas esta afirmacio´n.
Lema 3.3 Sea A un f-anillo proyectable. Para a ∈ A, existe c(a), d(a) ∈ Id (A) tales que c(a) ∈
a⊥, d(a) ∈ a⊥⊥ y 1 = c(a) + d(a). Adema´s c(a) y d(a) son u´nicos con estas propiedades.
Dm: Por la proyectabilidad de A, para a ∈ A, existe c(a) ∈ a⊥ y d(a) ∈ a⊥⊥ tales que 1 =
c(a)+d(a). Entonces c(a) y d(a) son idempotentes, ya que c(a)2 = c(a)·(1−d(a)) = c(a)−c(a)·d(a);
como c(a) ⊥ d(a) se tiene que c(a)d(a) = 0 y luego c(a)2 = c(a). De igual manera d(a)2 = d(a).
En particular c(a), d(a) ∈ A+.
Para la unicidad, supongamos que existen idempotentes c, d tales que c ∈ a⊥, d ∈ a⊥⊥ y
1 = c + d. Luego 0 = (c(a) − c) + (d(a) − d), (c(a) − c) ∈ a⊥ y (d(a) − d) ∈ a⊥⊥. Entonces
(c(a) − c)(d(a) − d) = 0 y por consiguiente (c(a) − c)2 = 0. Si c(a) 6= c, par el teorema 2.9,
existe p ∈ piA tal que c(a)(p) 6= c(p). Como c, c(a) son idempotentes, por [2, 9.4.16] se deduce que
c(p) = 1 y c(a)(p) = 0 o lo contrario; esto contradice que (c(a) − c)2(p) = 0. Luego c(a) = c y
d(a) = 1− c(a) = 1− c = d. 
Lema 3.4 Sea A un f-anillo proyectable. Para a ∈ A, c(a)⊥⊥ = a⊥, d(a)⊥⊥ = a⊥⊥, SpiA(d(a)) =
SpiA(a) y SpiA(c(a)) = piA \ SpiA(a).
Dm: Sea a ∈ A fijo. Como c(a) ∈ a⊥, entonces a⊥⊥ ⊆ c(a)⊥ y luego c(a)⊥⊥ ⊆ a⊥. Ahora sea
x ∈ a⊥. Sea y ∈ c(a)⊥, entonces y ⊥ c(a), es decir |y| ∧ c(a) = 0. Como d(a) ∈ a⊥⊥ y x ∈ a⊥,
entonces |x| ∧ d(a) = 0. Por el lema 3.3, c(a) ∨ d(a) = 1. Por las propiedades [2, 9.1.10] tenemos
que:
|x| ∧ |y| = (|x| ∧ |y|)(c(a) ∨ d(a))
=
((|x| ∧ |y|)c(a)) ∨ ((|x| ∧ |y|)d(a))
=
((|x|c(a)) ∧ (|y|c(a))) ∨ ((|x|d(a)) ∧ (|y|d(a)))
=
(|x|c(a) ∧ 0) ∨ (0 ∧ |y|d(a))
= 0 ∨ 0
= 0.
Esto prueba que x ⊥ y, para todo y ∈ c(a)⊥; es decir x ∈ c(a)⊥⊥. Entonces a⊥ ⊆ c(a)⊥⊥ y por
consiguiente c(a)⊥⊥ = a⊥.
Sabemos que d(a) ∈ a⊥⊥, luego d(a)⊥⊥ ⊆ a⊥⊥. Sea x ∈ a⊥⊥ y y ∈ d(a)⊥. Como c(a) ∈ a⊥,
se tiene que x ⊥ c(a), en particular |x|c(a) = 0. Por otro lado, y ⊥ d(a), luego |y|d(a) = 0. De la
misma manera obtenemos que:
|x| ∧ |y| = (|x| ∧ |y|)(c(a) ∨ d(a))
=
((|x| ∧ |y|)c(a)) ∨ ((|x| ∧ |y|)d(a))
=
((|x|c(a)) ∧ (|y|c(a))) ∨ ((|x|d(a)) ∧ (|y|d(a)))
=
(
0 ∧ |y|c(a)) ∨ (|x|d(a) ∧ 0)
= 0 ∨ 0
= 0.
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Esto muestra que x ⊥ y, para todo y ∈ d(a)⊥; es decir x ∈ d(a)⊥⊥. Entonces a⊥⊥ ⊆ d(a)⊥⊥,
finalmente obtenemos que d(a)⊥⊥ = a⊥⊥.
Sea p ∈ piA. Si a /∈ p, como ad(a) = a(1 − c(a)) = a − ac(a) = a − 0 = a, entonces d(a) /∈ p.
Si a ∈ p, por [2, 3.4.13 (iii)], y el lema 3.2, a⊥ * p; sea entonces x0 ∈ a⊥ tal que x0 /∈ p. Hemos
demostrado que a⊥⊥ = d(a)⊥⊥ y luego a⊥ = d(a)⊥. Entonces x0 ∈ d(a)⊥ y por consiguiente
|x0| ∧ d(a) = 0 ∈ p; esto implica d(a) ∈ p, ya que p es irreducible. Hemos mostrado para p ∈ piA,
que a /∈ p⇔ d(a) /∈ p, lo que da SpiA(d(a)) = SpiA(a).
Sea p ∈ piA. Si d(a) ∈ p, entonces c(a) /∈ p, ya que 1 = c(a) + d(a) y 1 /∈ p. Rec´ıprocamente
si c(a) /∈ p, como c(a) ∧ d(a) = 0 ∈ p entonces d(a) ∈ p, ya que p es irreducible. Probamos que
d(a) ∈ p⇔ c(a) /∈ p, para todo p ∈ piA; lo que da SpiA(c(a)) = piA \ SpiA(d(a)) = piA \ SpiA(a). 
Lema 3.5 Sea A un f-anillo proyectable. Entonces δ: Id (A) → B(piA), e 7−→ SpiA(e) es un iso-
morfismo de a´lgebras de Boole.
Dm: Como A es un f -anillo proyectable, por el teorema 2.9, A ∈ ΓaL
(
piA, (A/p)p∈piA
)
en donde
a ∈ A puede ser visto como aˆ:piA → ⋃· p∈piAA/p, p 7→ a + p. Por el teorema [2, 9.1.5], A/p es
totalmente ordenado para todo p ∈ piA. Por [2, 9.4.16], A/p solo tiene como idempotentes a 0 y 1,
para todo p ∈ piA.
Por el lema 2.11, δ: Id (A) → B(piA), e 7→ δ(eˆ) = [ eˆ = 1ˆ ] = {p ∈ piA : eˆ(p) = 1ˆ(p)} = {p ∈
piA : e + p = 1 + p} = {p ∈ piA : e − 1 ∈ p} = {p ∈ piA : e /∈ p} = SpiA(e) es un isomorfismo de
a´lgebras de Boole. 
Definicio´n 3.6 Para un f-anillo A, denotamos PP(A) el conjunto de todas las bipolares princi-
pales de A, es decir PP(A) = {a⊥⊥ : a ∈ A}.
Proposicio´n 3.7 Sea A un f-anillo proyectable. Entonces PP(A) es un a´lgebra de Boole y γ: Id (A)→
PP(A), e 7→ e⊥⊥ es un isomorfismo de a´lgebras de Boole. La funcio´n rec´ıproca esta dada por
γ−1: PP(A)→ Id (A), a⊥⊥ 7→ d(a).
Dm: Por [2, 3.3.2], se sabe que PP(A) es un sub-ret´ıculo del a´lgebra de Boole P(A) de las
polares de A. Para ver que PP(A) es un a´lgebra de Boole, basta mostrar que a⊥ es una bipolar,
para todo a ∈ A, lo que esta´ dado por el lema 3.4.
Trivialmente γ(0) = 0⊥⊥ = {0} et γ(1) = 1⊥⊥ = A. Se sabe por [2, 3.3.2], que γ(e1 ∧ e2) =
(e1 ∧ e2)⊥⊥ = e1⊥⊥ ∩ e2⊥⊥ = γ(e1) ∧ γ(e2) y que γ(e1 ∨ e2) = (e1 ∨ e2)⊥⊥ = e1⊥⊥ ∨ e2⊥⊥ =
γ(e1) ∨ γ(e2), para todo e1, e2 ∈ A, en particular para e1, e2 ∈ Id (A).
Sea e ∈ Id (A). Como 1 = (1− e) + e, e ∈ e⊥⊥ y (1− e) ∈ e⊥ (ya que en cada fibra e es 0 o 1
(cf. [2, 9.4.16]) y entonces (1 − e) ∧ e = 0); por el lema 3.3, c(e) = 1 − e y d(e) = e. Por el lema
3.4, e⊥⊥ = c(e)⊥ = (1− e)⊥ y entonces (1− e)⊥⊥ = e⊥⊥⊥, es decir γ(e¯) = γ(e)⊥ (la operacio´n ⊥
es el complemento de PP(A)). Tenemos que γ es un homomorfismo de a´lgebras de Boole.
Veamos que γ es sobreyectiva. Sea a ∈ A. Por el lema 3.4, γ(d(a)) = a⊥⊥ y finalmente por 3.3,
d(a) es un idempotente.
Veamos que γ es inyectiva. Sea e ∈ Id (A) tal que e ∈ ker(γ), por lo tanto γ(e) = e⊥⊥ = {0}.
Como e ∈ e⊥⊥, tenemos e = 0. Entonces ker(γ) = {0}. 
Corolario 3.8 Sea A un f-anillo proyectable, entonces %: PP(A)→ B(piA), a⊥⊥ 7→ SpiA(a) es un
isomorfismo de a´lgebras de Boole.
Dm: Por la proposicio´n 3.7 y el lema 3.5, δ ◦ γ−1: PP(A) → B(piA), a⊥⊥ 7→ (δ ◦ γ−1)(a⊥⊥) =
δ(d(a)) = SpiA(d(a)) es un isomorfismo de a´lgebras de Boole. Por el lema 3.4, % = δ◦γ−1: PP(A)→
B(piA), a⊥⊥ 7→ SpiA(a) es el isomorfismo buscado. 
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Lema 3.9 Sea T un ret´ıculo con un menor elemento ⊥ y U un filtro de T . Entonces U es un
ultrafiltro de T si y solo si para todo x ∈ T \ U , existe u ∈ U tal que x ∧ u = ⊥. 
Sean dos a´lgebras de Boole B y C, y ξ:B → C un morfismo en la categor´ıa de a´lgebras de
Boole; designamos por S(ξ):S(C) → S(B), V 7→ ξ−1(V), para un ultrafiltro V de C, el morfismo
correspondiente en la categor´ıa de espacios booleanos (y de funciones continuas), dado por la dual-
idad de Stone. Dado un espacio booleano X , designamos por iX :X → S(B(X)) el homeomorfismo
cano´nico.
Definicio´n 3.10 Para un f-anillo A, denotamos U(A+) el conjunto de los ultrafiltros de la es-
tructura de ret´ıculo de A+.
Proposicio´n 3.11 Sea A un f-anillo proyectable. Entonces U(A+) puede dotarse de una topolog´ıa
tal que f :piA → U(A+), p 7−→ A+ \ p, y g:U(A+) → S(Id (A)), U 7−→ U ∩ Id (A), sean homeo-
morfismos. Adema´s, existen homeomorfismos k:piA→ S(PP(A)) y h:S(PP(A))→ S(Id (A)) tales
que g ◦ f = h ◦ k; es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:
piA
f−−−−−−−−−→ U(A+)
k
y 	
y g
S(PP(A)) −−−−−−−−−→
h
S(Id (A))
Dm: Sabemos por el lema 3.2, que p ∈ piA si y solo si p es un sub-grupo primo minimal.
Por [2, 3.4.10. 1)], f :piA → U(A+), p 7−→ A+ \ p, es una biyeccio´n. La funcio´n rec´ıproca es
f−1:U(A+) → piA, U 7−→ S(A+ \ U), en donde S(B) = {x ∈ A : existe b ∈ B tal que |x| ≤ |b|},
para B ⊆ A.
Declarando SU(A+)(a) = {U ∈ U(A+) : a ∈ U}, para a ∈ A+, se tiene que
{
SU(A+)(a) : a ∈ A+
}
es una base para una topolog´ıa de U(A+):
(i) Evidentemente U(A+) =
⋃{
SU(A+)(a) : a ∈ A+
}
, y
(ii) Si a1, a2 ∈ A+ son tales que U0 ∈ SU(A+)(a1) ∩ SU(A+)(a2), entonces a1, a2 ∈ U0, lo que
implica que a1 ∧ a2 ∈ U0, por tanto U0 ∈ SU(A+)(a1 ∧ a2); es claro entonces que SU(A+)(a1 ∧ a2) =
SU(A+)(a1) ∩ SU(A+)(a2).
Veamos que f es continua; para a ∈ A+ se tiene:
f−1
(
SU(A+)(a)
)
=
{
p ∈ piA : f(p) ∈ SU(A+)(a)
}
= {p ∈ piA : a ∈ A+ \ p}
= {p ∈ piA : a /∈ p}
= SpiA(a).
Veamos que f es abierta: para a ∈ A, SpiA(a) = SpiA(|a|) ya que todo p ∈ piA es un sub-grupo
solido y entonces a ∈ p⇔ |a| ∈ p. Por tanto:
f
(
SpiA(a)
)
= f
(
SpiA(|a|)
)
= {f(p) : |a| /∈ p}
= {A+ \ p : |a| ∈ A+ \ p}
= {U ∈ U(A+) : |a| ∈ U}
= SU(A+)(|a|),
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por consiguiente f es un homeomorfismo.
Para U ∈ U(A+) veamos que U ∩ Id (A) ∈ S(Id (A)). Evidentemente U ∩ Id (A) es un filtro
de Id (A). Basta mostrar que para todo e ∈ Id (A), e ∈ U o e¯ ∈ U . Sino, existe e ∈ Id (A)
tal que e ∈ A+ \ U y e¯ ∈ A+ \ U . Por [2, 3.4.10], A+ \ U es un sub-grupo primo de A y entonces
e+ e¯ = 1 ∈ A+\U , lo que da una contradiccio´n. Por tanto g:U(A+) 7→ S(Id (A)), U 7−→ U∩Id (A),
esta´ bien definida.
Veamos que g es sobreyectiva. Sea U0 ∈ S(Id (A)), entonces U0 es una base de un filtro de A+.
Entonces sea U un ultrafiltro de A+ tal que U0 ⊆ U . En particular obtenemos que U0 ⊆ U ∩Id (A).
Por lo que precede, U ∩ Id (A) es un ultrafiltro de Id (A) y por tanto U0 = U ∩ Id (A) = g(U).
Veamos que para U ∈ U(A+) y a ∈ A+, tenemos a ∈ U ⇔ d(a) ∈ U . Si a ∈ U , como c(a) ∈ a⊥
(i.e.: c(a) ∧ a = 0) entonces c(a) /∈ U . Como U ∩ Id (A) es un ultrafiltro y c(a) ∈ Id (A), luego
c(a) = 1−c(a) = d(a) ∈ U . Rec´ıprocamente, si a /∈ U , por el lema 3.9 existe u ∈ U tal que u∧a = 0,
entonces u ∈ a⊥. Como d(a) ∈ a⊥⊥, se tiene u ∧ d(a) = 0. Consecuentemente, d(a) /∈ U .
La inyectividad de g se deduce fa´cilmente del siguiente hecho: sean U1,U2 ∈ U(A+) tales que
U1 ∩ Id (A) = U2 ∩ Id (A). Entonces para a ∈ A+,
a ∈ U1 ⇔ d(a) ∈ U1 ∩ Id (A)
⇔ d(a) ∈ U2 ∩ Id (A)
⇔ a ∈ U2,
esto quiere decir que U1 = U2.
Veamos que g es continua; los abiertos de base de S(Id (A)) son de la forma 〈e〉 = {U ∈
S(Id (A)) : e ∈ U}, para e ∈ Id (A). Entonces g−1(〈e〉) = {U ∈ U(A+) : g(U) ∈ 〈e〉} = {U ∈
U(A+) : e ∈ U
}
= SU(A+)(e), que es un abierto de base n
Basta ver que g es abierta para ver que es un homeomorfismo. Para a ∈ A+, se tiene:
g
(
SU(A+)(a)
)
=
{
g(U) : U ∈ SU(A+)(a)
}
=
{U ∩ Id (A) : a ∈ U}
=
{U ∩ Id (A) : d(a) ∈ U}
=
{U ∩ Id (A) : d(a) ∈ U ∩ Id (A)}
=
{U ∈ S(Id (A)) : d(a) ∈ U}
= 〈d(a)〉,
que es abierto de base de S(Id (A)).
Por el teorema [2, 10.2.1] y el hecho que piA es compacto, todo abierto-cerrado de piA es de
la forma SpiA(a) para algu´n a ∈ A. Por tanto B(piA) = {SpiA(a) : a ∈ A}. Entonces ipiA:piA →
S(B(piA)), p 7→ i(p) = {SpiA(a) : p ∈ SpiA(a)} = {SpiA(a) : a /∈ p} es un homeomorfismo. Si % es el
isomorfismo descrito en el corolario 3.8, declaramos k = S(%) ◦ ipiA. Entonces k:piA → S(PP(A))
es un homeomorfismo tal que k(p) = S(%)(ipiA(p)) = S(%)({SpiA(a) : a /∈ p}) = {%−1(SpiA(a)) :
a /∈ p} = {a⊥⊥ : a /∈ p}.
Si γ es el isomorfismo descrito en la proposicio´n 3.7, decretamos h = S(γ) el homeomorfismo
asociado. Para p ∈ piA, (h ◦ k)(p) = h({a⊥⊥ : a /∈ p}) = {γ−1(a⊥⊥) : a /∈ p} = {d(a) : a /∈ p} =
{d(a) : a ∈ A+ \ p}, ya que a /∈ p⇔ |a| /∈ p y d
(
a
)
= d
(|a|), para a ∈ A. Adema´s, es un ultrafiltro
de Id (A).
Por otro lado, (g ◦ f)(p) = g(A+ \ p) = (A+ \ p) ∩ Id (A) es un ultrafiltro de Id (A). Se sabe
por [2, 3.4.10] que A+ \ p ∈ U(A+) y por tanto a ∈ A+ \ p ⇔ d(a) ∈ A+ \ p para a ∈ A+. Esto
demuestra que h
(
k(p)
) ⊆ (A+ \ p) ∩ Id (A) = g(f(p)). Como los dos son ultrafiltros, entonces
h
(
k(p)
)
= g
(
f(p)
)
. Finalmente, h ◦ k = g ◦ f . 
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4. Ultraproductos de f-anillos proyectables
Las siguientes nociones son cla´sicas en la teor´ıa de anillos de funciones continuas a valores reales;
seguimos de cerca la obra [5]. Para un espacio topolo´gico X completamente regular se designa por
C(X) = {f :X → IR : f es continua}, en donde IR es el conjunto de nu´meros reales con la topolog´ıa
del orden. De ahora en adelante X sera´ un espacio completamente regular.
Para f ∈ C(X), Z(f) = {x ∈ X : f(x) = 0} es el zero-set de f . Un sub-conjunto M de X es un
cozero-set si X \M es un zero-set. El conjunto de zero-sets de X , Z(X) = {Z(f) : f ∈ C(X)}, es
un ret´ıculo con las operaciones usuales de interseccio´n y de union de conjuntos de X . Un ultrafiltro
de Z(X) se designa por un z-ultrafiltro.
Se declara βX = {A : A es un z-ultrafiltro de X}, con la topolog´ıa que tiene como base de
abiertos los UZ(f) =
{
A ∈ βX : Z(f) /∈ A}, para f ∈ C(X). Se puede ver βX como el conjunto
de indices de z-ultrafiltros sobre X (super-indices, ma´s bien), es decir βX = (Ap)p∈βX , y la base
de abiertos descrita anteriormente es UZ(f) = {p ∈ βX : Z(f) /∈ Ap}. Para p ∈ X , designamos
por Ap = {Z ∈ Z(X) : p ∈ Z} el z-ultrafiltro principal generado por p. Siguiendo la costumbre
se escoge la indexacio´n de βX de manera que Ap = Ap cuando p ∈ X . Se tiene entonces una
sumersio´n de X en βX , que hace de X un sub-espacio denso de βX . Se confunde usualmente p
con Ap.
Para una familia (Xi)i∈I de espacios topolo´gicos,
⋃· i∈IXi es la suma disjunta y se convierte en
un espacio topolo´gico si O ⊆ ⋃· i∈IXi es abierto cuando O ∩Xi es abierto en Xi, para todo i ∈ I .
No´tese que
⋃· i∈JXi es abierto-cerrado en ⋃· i∈IXi para todo J ⊆ I .
Lema 4.1 Sea (Xi)i∈I una familia de espacios topolo´gicos; entonces Z es un zero-set de
⋃· i∈IXi
si y solo si Z =
⋃· i∈IZi, en donde Zi es un zero-set de Xi, para todo i ∈ I.
Dm: (⇒) Sea f ∈ C(⋃· i∈IXi) tal que Z = Z(f). Declaramos fi = fXi , para i ∈ I . Claramente
fi ∈ C(Xi), para i ∈ I , y Z(f) =
⋃· i∈IZ(fi).
(⇐) Sea fi ∈ C(Xi) tal que Zi = Z(fi), para i ∈ I . Conside´rese f =
⋃· i∈Ifi:⋃· i∈IXi → IR,
(x, i) 7→ fi(x). Evidentemente f−1(O) =
⋃· i∈If−1i (O), para cualquier abierto O de IR; esto prueba
que f ∈ C(⋃· i∈IXi). Es claro que Z(f) = ⋃· i∈IZ(fi) = ⋃· i∈IZi = Z. 
Observacio´n 4.2 Sea (Xi)i∈I una familia de espacios topolo´gicos. Para J ⊆ I:
fJ :
⋃· i∈IXi −→ IR,
(x, i) 7−→
{
0 si i ∈ J
1 si i /∈ J,
es continua y Z(fJ) =
⋃· i∈JXi.
Dm: fJ es 0 sobre el abierto-cerrado
⋃· i∈JXi, y 1 en su complementario; es por tanto continua,
y Z(fJ) =
⋃· i∈JXi. 
Pour una familia (Xi)i∈I de espacios compactos y D un ultrafiltro sobre I , el autor de [1] define
el ultracoproducto (diremos ultrasuma) de la familia (Xi)i∈I sobre D, como:
∑
D
Xi =
{
p ∈ β
(⋃
i∈I
· Xi
)
:
⋃
i∈J
· Xi ∈ p, para todo J ∈ D
}
,
con la topolog´ıa inducida por β(
⋃· i∈IXi). La observacio´n siguiente permite ver el efecto de la
ultrasuma sobre los z-ultrafiltros principales.
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Observacio´n 4.3 Sean (Xi)i∈I una familia de espacios compactos (no-vac´ıos) y D un ultrafiltro
sobre I. Entonces: ∑
D
Xi ⊆ β
(⋃
i∈I
· Xi
)
\
⋃
i∈I
· Xi ⇐⇒ D es no principal.
Dm: Las siguientes equivalencias se verifican fa´cilmente:∑
DXi ⊆ β
(⋃· i∈IXi) \⋃· i∈IXi
⇐⇒ para todo (x, i) ∈ ⋃· i∈IXi, A(x,i) /∈∑DXi
⇐⇒ para todo (x, i) ∈ ⋃· i∈IXi, existe J ∈ D tal que ⋃· i∈JXi /∈ A(x,i)
⇐⇒ para todo (x, i) ∈ ⋃· i∈IXi, existe J ∈ D tal que Z(fJ) /∈ A(x,i)
⇐⇒ para todo (x, i) ∈ ⋃· i∈IXi, existe J ∈ D tal que fJ(x, i) 6= 0
†1 ⇐⇒ para todo (x, i) ∈
⋃· i∈IXi, existe J ∈ D tal que i /∈ J
†2 ⇐⇒ para todo i ∈ I, existe J ∈ D tal que i /∈ J
⇐⇒ D es no principal.
Para †2 ⇒ †1 se requiere que los Xi sean no vac´ıos. 
Para una familia (Si)i∈I de sub-conjuntos de (Xi)i∈I (i.e.: Si ⊆ Xi, para i ∈ I), en [1] se
declara:
σD(Si) =
{
p ∈
∑
D
Xi :
⋃
i∈I
· Si contiene un element de p
}
.
En este trabajo, el autor demuestra que:{
σD(Mi) : (Mi)i∈I es una familia de cozero-sets de (Xi)i∈I
}
,
es una base de abiertos para la topolog´ıa de
∑
DXi.
El resultado que nos interesa (demostrado en [1]) es el siguiente: si (Xi)i∈I es una familia de
espacios booleanos, entonces
∑
DXi es booleano y:
η:
∏
i∈I B(Xi)/D −→ B
(∑
DXi
)
(Ci)i∈I/D 7−→ σD(Ci),
es un isomorfismo de a´lgebras de Boole.
La clase de f -anillos proyectables es cerrada bajo ultraproductos. El lema siguiente describe
el espacio de representacio´n de un ultraproducto en te´rminos de la ultrasuma de los espacios de
representacio´n de sus factores. Recordamos que en un anillo reticulado A, S(B) =
{
x ∈ A : existe
b ∈ B tal que |x| ≤ |b|} es la parte so´lida generada por B en A.
Proposicio´n 4.4 Sea (Ai)i∈I una familia de f-anillos proyectables y D un ultrafiltro sobre I.
Entonces: ∑
D
piAi ' pi
(∏
i∈I
Ai
/
D
)
,
y el homeomorfismo esta´ dado por:
p 7−→ p˜ = S
(∏
i∈I
Ai
/
D
)
+
\ Up
 ,
en donde
Up =
{
(ai)i∈I/D ∈
(∏
i∈I
Ai
/
D
)
+
:
⋃
i∈I
· SpiAi(ai) ∈ p
}
.
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Dm: Por la proposicio´n 3.11, tenemos que:
pi
(∏
i∈I
Ai
/
D
)
' U
(∏
i∈I
Ai
/
D
)
+
 ' S (Id(∏
i∈I
Ai
/
D
))
. (1)
Por definisabilidad de Id (·), obtenemos que:
S
(
Id
(∏
i∈I
Ai
/
D
))
' S
(∏
i∈I
Id (Ai)
/
D
)
. (2)
Del lema 3.5, deducimos que:
S
(∏
i∈I
Id (Ai)
/
D
)
' S
(∏
i∈I
B(piAi)
/
D
)
. (3)
Por el resultado de [1]:
S
(∏
i∈I
B(piAi)
/
D
)
' S
(
B
(∑
D
piAi
))
. (4)
Finalmente, por la dualidad de Stone:
S
(
B
(∑
D
piAi
))
'
∑
D
piAi. (5)
El homeomorfismo sera´ descrito paso por paso (comenzando por abajo) gracias a la serie de
homeomorfismos anteriores:
(5)∑
D piAi −→ S
(
B(∑D piAi))
p 7−→ U1p =
{O ∈ B(∑D piAi) : p ∈ O}
=
{
σD(Ci) : (Ci)i∈I es una familia de abiertos-cerrados
de (piAi)i∈I y p ∈ σD(Ci)
}
=
{
σD
(
SpiAi(ai)
)
: (ai)i∈I ∈
∏
i∈I Ai y
⋃· i∈ISpiAi(ai) ∈ p}
(4)
S
(
B(∑D piAi)) −→ S (∏i∈I B(piAi)/D)
U1p 7−→ U2p =
{(
SpiAi(ai)
)
i∈I
/D : (ai)i∈I ∈∏i∈I Ai y⋃· i∈ISpiAi(ai) ∈ p}
Para el siguiente ca´lculo, basta ver la rec´ıproca del isomorfismo dado por el lema 3.5 con los
resultados del lema 3.4:
(3)
S (∏i∈I B(piAi)/D) −→ S(∏i∈I Id (Ai)/D)
U2p 7−→ U3p =
{(
d(ai)
)
i∈I
/D : (ai)i∈I ∈∏i∈I Ai y⋃· i∈ISpiAi(ai) ∈ p}
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La etapa siguiente se justifica simplemente por el hecho que d(·) es definible (ver lema 3.4):
(2)
S(∏i∈I Id (Ai)/D) −→ S (Id (∏i∈I Ai/D))
U3p 7−→ U4p =
{
d
(
(ai)i∈I
/D) : (ai)i∈I ∈ ∏i∈I Ai y⋃· i∈ISpiAi(ai) ∈ p}
=
{
d
(
(ai)i∈I
/D) : (ai)i∈I ∈ (∏i∈I Ai)+ y⋃· i∈ISpiAi(ai) ∈ p}
Usando la rec´ıproca del homeomorfismo g dado en la proposicio´n 3.11, obtenemos que:
(1)
S (Id (∏i∈I Ai/D)) −→ U ((∏i∈I Ai/D)
+
)
U4p 7−→ U5p =
{
(ai)i∈I
/D : (ai)i∈I ∈ (∏i∈I Ai)+
y
⋃· i∈ISpiAi(ai) ∈ p}
=
{
(ai)i∈I
/D ∈ (∏i∈I Ai/D)+ : ⋃· i∈ISpiAi(ai) ∈ p}
Denotamos Up = U5p , y el u´ltimo paso esta´ dado por la inversa de f en la proposicio´n 3.11:
(1)
U
((∏
i∈I Ai
/
D
)
+
)
−→ pi(∏i∈I Ai/D)
Up 7−→ S
((∏
i∈I Ai
/
D
)
+
\ Up
)
.
La composicio´n de las aplicaciones definidas en cada etapa da el homeomorfismo descrito en el
enunciado. 
Definicio´n 4.5 Sea (Ai)i∈I una familia de f-anillos proyectables, D un ultrafiltro sobre I. Para
p ∈∑D piAi y Z ∈ p, definimos:
I(Z) = {i ∈ I : existe q ∈ piAi tal que (q, i) ∈ Z}.
Para i ∈ I(Z), definimos:
Qi(Z) = {q ∈ piAi : (q, i) ∈ Z}.
No´tese que simplemente I(Z) =
{
i ∈ I : (piAi × {i})∩ Z 6= ∅} y que Qi(Z) = (piAi × {i})∩ Z
es un cerrado de piAi (via la identificacio´n de piAi × {i} con piAi).
Lema 4.6 Sea (Ai)i∈I una familia de f-anillos proyectables, D un ultrafiltro sobre I, p ∈
∑
D piAi
y Z ∈ p. Entonces I(Z) ∈ D, y por tanto tiene sentido considerar el ultrafiltro D restringido a
I(Z), que denotamos por DI(Z) .
Dm: Si I(Z) /∈ D, entonces J = I \ I(Z) ∈ D. Por tanto ⋃· i∈JpiAi ∈ p. Consecuentemente
Z ∩⋃· i∈JpiAi ∈ p, y entonces Z ∩⋃· i∈JpiAi 6= ∅. Sea (q, i) ∈ Z tal que (q, i) ∈ ⋃· i∈JpiAi. Tenemos
que i ∈ I(Z) e i ∈ J . Esto da una contradiccio´n. 
En este contexto, si Z,W ∈ p son tales que Z ⊆ W , entonces I(W ) ⊆ I(Z) y para i ∈ I(W ),
trivialmente Qi(W ) ⊆ Qi(Z).
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Definicio´n 4.7 Sea (Ai)i∈I una familia de f-anillos proyectables, D un ultrafiltro sobre I y p ∈∑
D piAi. Para Z ∈ p, definimos:
L(Z) =
∏
i∈I(Z)
Γ
Qi(Z), ⋃
q∈Qi(Z)
· Ai/q
/DI(Z) .
Para Z,W ∈ p tales que W ⊆ Z, definimos:
ΥZ,W : L(Z) −→ L(W )
(σi)i∈I(Z)
/DI(Z) 7−→ (σiQi(W ))i∈I(W )
/
DI(W ) .
Lema 4.8 Sea (Ai)i∈I una familia de f-anillos proyectables, D un ultrafiltro sobre I y p ∈∑
D piAi. Entonces ΥZ,W esta´ bien definido y es un L-homomorfismo sobreyectivo, para todo
Z,W ∈ p con W ⊆ Z.
Dm:ΥZ,W esta´ bien definido: sean (σi)i∈I(Z)
/DI(Z) , (τi)i∈I(Z)/DI(Z) ∈ L(Z) tales que (σi)i∈I(Z)/DI(Z) =
(τi)i∈I(Z)
/DI(Z) . Entonces {i ∈ I(Z) : σi = τi} ∈ DI(Z) . Como I(W ) ∈ D (ver lema 4.6), tenemos
que: {i ∈ I(W ) : σi = τi} ∈ DI(W ) . Consecuentemente {i ∈ I(W ) : σiQi(W ) = τiQi(W )} ∈ DI(W ) .
Ca´lculos simples muestran que ΥZ,W es un homomorfismo de anillos ordenados. ΥZ,W es so-
breyectivo ya que toda seccio´n definida sobre un cerrado (Qi(W ) es cerrado) puede extenderse a
una seccio´n global y en particular a Qi(Z) (cf. [9]). 
Si para Z,W ∈ p, definimos Z 4W ⇐⇒W ⊆ Z, entonces (p,4) es un conjunto filtrante.
Definicio´n 4.9 Sea (Ai)i∈I una familia de f-anillos proyectables, D un ultrafiltro sobre I y p ∈∑
D piAi. Definimos:
Lp = l´ım−→
(
L(Z)Z∈p, (ΥZ,W )Z4W
)
.
Proposicio´n 4.10 Sea (Ai)i∈I una familia de f-anillos proyectables, D un ultrafiltro sobre I y
p ∈∑D piAi. Sea p˜ ∈ pi(∏i∈I Ai/D) el elemento asociado a p por la proposicio´n 4.4. Entonces:(∏
i∈I
Ai
/D)/p˜ ∼= l´ım−→ (L(Z)Z∈p, (ΥZ,W )Z4W) = Lp.
Dm: Para Z ∈ p, consideramos:
ΥZ : L(Z) −→ Lp
(σi)i∈I(Z)
/DI(Z) 7−→ (σi)i∈I(Z)/DI(Z)/v,
la aplicacio´n dada por la construccio´n del limite inductivo; tenemos que ΥZ = ΥW ◦ ΥZ,W para
todo Z,W ∈ p tales que Z 4W , y ΥZ es un L-homomorfismo sobreyectivo, para todo Z ∈ p.
Para Z0 =
⋃· i∈IpiAi tenemos Z0 ∈ p, I(Z0) = I , y:
Υ = ΥZ0 :
∏
i∈I Ai
/D −→ Lp
(ai)i∈I
/D 7−→ (ai)i∈I/D/v,
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que es evidentemente un L-homomorfismo sobreyectivo.
Mostremos que kerΥ = p˜. Sea (ai)i∈I/D ∈ p˜, entonces |ai|i∈I/D ∈ p˜. Sea c ∈
(∏
i∈I Ai
/D)
+
\
Up tal que |ai|i∈I/D ≤ c (cf. proposicio´n 4.4). Como Up es un ultrafiltro y c /∈ Up, entonces
|ai|i∈I/D /∈ Up. Entonces
⋃· i∈ISpiAi(|ai|) /∈ p. Por tanto Xa¯ = ⋃· i∈IpiAi \ ⋃· i∈ISpiAi(|ai|) =⋃· i∈I(piAi \ SpiAi(|ai|)) ∈ p. Calculemos Υ((ai)i∈I/D) pasando por Xa¯, es decir:
Υ = ΥZ0 = ΥXa¯ ◦ΥZ0,Xa¯ .
Obtenemos:
Υ
(
(ai)i∈I
/D) = ΥXa¯ ((aiQi(Xa¯))i∈I(Xa¯)
/
DI(Xa¯)
)
=
(
aiQi(Xa¯)
)
i∈I(Xa¯)
/
DI(Xa¯)
/
v .
Para i ∈ I(Xa¯), tenemos:
q ∈ Qi(Xa¯) ⇐⇒ (q, i) ∈ Xa¯
⇐⇒ q ∈ piAi \ SpiAi(|ai|)
⇐⇒ q /∈ SpiAi(|ai|)
⇐⇒ |ai| ∈ q
⇐⇒ ai ∈ q
⇐⇒ ai(q) = ai + q = 0.
Por tanto para i ∈ I(Xa¯), tenemos aiQi(Xa¯) = 0. Esto muestra que Υ
(
(ai)i∈I/D
)
= 0. Conse-
cuentemente p˜ ⊆ kerΥ.
Sea (ai)i∈I
/D /∈ p˜, entonces |ai|i∈I/D /∈ p˜, y por tanto ⋃· i∈ISpiAi(|ai|) ∈ p. Sea Za¯ =⋃· i∈ISpiAi(|ai|). De la misma manera vamos a calcular Υ((ai)i∈I/D) en pasando por Za¯. Es decir:
Υ = ΥZ0 = ΥZa¯ ◦ΥZ0,Za¯ .
Entonces:
Υ
(
(ai)i∈I
/D) = ΥZa¯ ((aiQi(Za¯))i∈I(Za¯)
/
DI(Za¯)
)
=
(
aiQi(Za¯)
)
i∈I(Za¯)
/
DI(Za¯)
/
v .
Para i ∈ I(Za¯), tenemos:
q ∈ Qi(Za¯) ⇐⇒ (q, i) ∈ Za¯
⇐⇒ q ∈ SpiAi(|ai|)
⇐⇒ |ai| /∈ q
⇐⇒ ai /∈ q
⇐⇒ ai(q) = ai + q 6= 0.
Por tanto para i ∈ I(Za¯), obtenemos aiQi(Za¯) 6= 0. Esto dice que Υ
(
(ai)i∈I/D
) 6= 0, y por
tanto (ai)i∈I/D /∈ kerΥ. Esto muestra que kerΥ ⊆ p˜ y termina la demostracio´n. 
Teorema 4.11 Sea (Ai)i∈I una familia de f-anillos proyectables y D un ultrafiltro sobre I. En-
tonces: ∏
i∈I
Ai
/
D ∈ ΓaL
(∑
D
piAi,
(
Lp
)
p∈∑D piAi
)
.
Dm: Basta usar el teorema 2.9, y las proposiciones 4.4 y 4.10. 
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